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Â1. PERMUTATIONS SIGNEES
1.1. Descentes
Il y a deux demarches possibles lorsqu'on veut etendre les proprietesÂ Â Â Â
statistiques connues sur le groupe des permutations au cas des permuta-
tions signees, c'est-a-dire lorsqu'on veut passer de l'etude de A a celle deÂ Á Â Án
B . La demarche geometrique consiste a reinterpreter dans la geometrieÂ Â Â Á Â Â Â Ân
des groupes de Coxeter les proprietes statistiques du groupe des permuta-Â Â
tions et a appliquer ensuite cette interpretation aux permutations signees.Á Â Â
La demarche analytique consiste a partir des formules de base connuesÂ Á
pour les permutations signees, par exemple la formule donnant la fonctionÂ
generatrice de ces objets par nombre de descentes une notion definie auÂ Â Â
.paragraphe suivant et a leur appliquer la modification analytique dejaÁ Â Á
utilisee dans le cas des permutations ordinaires. C'est cette demarche queÂ Â
nous adoptons dans les deux articles que nous consacrons au calcul
basique des permutations signees. Du point de vue de l'analyste, on peutÂ
aussi considerer le present article comme une etude combinatoire desÂ Â Â
 . w xfonctions de Bessel basiques voir § 1.5 et le second article FoHa96
comme une etude combinatoire des analogues finis des fonctions de BesselÂ
basiques.
La statistique nombre de descentes, puisque c'est elle qui est le point de
depart de notre etude, pour les elements de B s'impose d'elle-meme:Â Â Â Â Ãn
d'abord on definit une permutation signee d'ordre n comme un coupleÂ Â
 .  .  .  .s , « , ou s est une permutation s s s 1 s 2 ??? s n du mot 12 ??? nÁ
 .  .  .et « s « 1 « 2 ??? « n est un mot de longueur n en l'alphabet a deuxÁ
 4  < .   < ..lettres x, y . On dit que « est un mot-xy; on note l « x resp. l « y le
 .nombre de lettres egales a x resp. egales a y dans « . On note egalementÂ Á Â Á Â
 .  .s resp. s le sous-mot de s forme par toutes les lettres s i tellesÂ« < x « < y
 .   . .que « i s x resp. « i s y .
DEFINITION 1. On dit que l'entier i est une descente de la permutationÂ
 .signee s , « , si l'une des trois conditions suivantes est remplie:Â
 .  .i i s n et « n s x;
 .  .  .ii 1 F i F n y 1, « i s x, « i q 1 s y;
 .  .  .  .  .iii 1 F i F n y 1, « i s « i q 1 et s i ) s i q 1 .
 .  .On note des s , « le nombre de descentes de s , « .
EXEMPLE. Soit
1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 7 2 4 3 1 8 5 9s s  0« s x y y y x x y x x
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 .une permutation signee. On a: s s 63159, s s 7248, et des s , « sÂ « < x « < y
 4Card 1, 2, 5, 6, 9 s 5.
 .Naturellement, on peut se donner au depart l'ordre lineaire n, x ) ???Â Â
 .  .  .) 1, x ) n, y ) ??? ) 1, y et obtenir une definition equivalente enÂ Â
 .  .  .gardant i et en remplacËant les conditions ii et iii ci-dessus par
 X.   .  ..   .  ..ii 1 F i F n y 1 et s i , « i ) s i q 1 , « i q 1 .
w x w xTous les auteurs comme Brenti Br94 , Stembridge Stem92 , Reiner
w x w xRe93a; Re93b; Re93c; Re95a , Steingrõmsson Ste94 , Clarke et le premierÂ
w xauteur ClFo95 ont adopte une definition equivalente a la definition 1Â Â Â Á Â
ci-dessus et ont calcule la fonction generatrice exponentielle des polynomesÂ Â Â Ã
generateurs de ``des'' sur B . Si on forme, en effet,Â Â n
W X , Y , t s X l« < x .Y l« < y .tdess , « . , 1.1 .  .n
 .s , «
les auteurs cites ont etabli l'identiteÂ Â Â
1 y t exp t y 1 X 1 .  . .
s W X , Y , t . 1.2 .  . nyt q exp t y 1 X q Y n! .  . . nG0
 .Si dans le membre de gauche de 1.2 on remplace X et Y par u, la
 .  . .    . .. fraction devient: 1 y t exp t y 1 u r yt q exp 2 t y 1 u . Dans
w xRe95a, p. 133 , le ``2'' de l'exponentielle doit etre mis au denominateur etÃ Â
.non au numerateur.Â
 .  . n  .Si l'on pose X s 0 et Y s u dans 1.2 , on a W X, Y, t s u A t , ouÁn n
 .A t est le polynome Eulerien. On retrouve aussi le fait bien connu queÃ Ân
 .A t est la fonction generatrice des permutations ordinaires par nombreÂ Ân
de descentes, ansi que l'identite classiqueÂ
1 y t un
s A t . 1.3 .  . nyt q exp u t y 1 n! . . nG0
1.2. Nombre d'in¨ersions et q-seriesÂ
 w x .  .On sait voir Re95a , par exemple que la longueur l s d'uneCox
permutation s du groupe symetrique S , considere comme un groupe deÂ Â Ân
 .  .Coxeter engendre par les transpositions i, i q 1 1 F i F n y 1 n'estÂ
autre que l'usuel nombre d’in¨ ersions inv s de s . On connaõt, d'autre part,Ã
la fonction generatrice des polynomes generateurs de S par le coupleÂ Â Ã Â Â n
 .  .   . .des, l s des, inv voir la formule 1.4 ci-dessous . Il est donc naturelCox
de chercher a calculer la fonction generatrice de B et des autres groupesÁ Â Â n
.  .classiques par le couple des, l . Ce calcul a ete entrepris par Stem-Â ÂCox
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 .bridge, Brenti, Reiner op. cit. . Cependant, comme nous le verrons dans la
sous-section 1.3, les formules obtenues ne rentrent plus dans le cadre
commode des q-series. Leur manipulation analytique n'est plus aussi aisee.Â Â
w xNotons que la derniere etude faite par Reiner Re95b est probablementÁ Â
tres prometteuse.Á
Dans le cas du groupe symetrique, l'algebre des q-series s'est imposee etÂ Á Â Â
w xStanley St76 a calcule la fonction generatrice des polynomes generateursÂ Â Â Ã Â Â
 .  .de S par des, inv en interpretant le q-analogue de la formule 1.3 .Ân
Comme cette algebre est pleinement utilisee dans cet article, nous enÁ Â
rappelons quelques elements: d'abord, la definition des q-factorielles mon-Â Â Â
w xtantes An76, GaRa90
1, si n s 0;
a; q s . ny1n  1 y a 1 y aq ??? 1 y aq , si n G 1; .  .  .
a; q s lim a; q s 1 y aqn ; .  .  .` nn
nG0
ensuite, le celebre theoreme q-binomialÂ Á Â Á
un au; q .`
a; q s ; . n q ; q u; q .  .n `nG0
ainsi que les developpements des deux q-exponentiellesÂ
un 1
e u s s ; . q q ; q u; q .  .n `nG0
n . n2Q u
E u s s yu; Q ; .  . `Q Q; Q . nnG0
nw x  .enfin, la notation pour le coefficient q-binomial s q; q rq nk
 .  .q; q q; q .k nyk
 .Le q-analogue de 1.3 , obtenu par Stanley consiste a remplacer dansÁ
 .1.3 l'exponentielle ``exp'' par la q-exponentielle e et au second membreq
 .la normalisation factorielle n! par la normalisation q-factorielle q; q .n
On obtient:
1 y t un .
s A t , q . 1.4 .  . nyt q e t y 1 u q ; q .  . . nq nG0
 .  .Comme prouve par Stanley op. cit. , le coefficient A t, q est le polynomeÂ Ãn
n .  .generateur de S par la paire des, coinv , ou coinv s y inv. De plus,Â Â Án 2
lorsque ``exp'' est remplace par la seconde q-exponentielle E , le polynomeÂ Ãq
 .  .A t, q devient le polynome generateur de S par des, inv .Ã Â Ân n
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Si donc on veut rester dans l'algebre des q-series et obtenir l'extensionÁ Â
 .souhaitee aux permutations signees, il faut faire jouer a l'identite 1.2 leÂ Â Á Â
 .role que joue 1.3 pour les permutations ordinaires. En premier lieu ilÃ
faut lui trouver un q-analogue, avec une interpretation combinatoireÂ
interessante. C'est cette demarche de nature analytique que nous adoptonsÂ Â
dans cet article. La statistique ``inv'' pour les permutations signees seÂ
degagera directement de cette interpretation.Â Â
 .Un bon choix pour un q-analogue de la formule 1.2 est de remplacer le
produit des deux exponentielles du denominateur par un produit de deuxÂ
  . ..q-exponentielles et non pas par e t y 1 X q Y , qui fournit alors unq
.q-developpement avec des termes negatifs. Le developpement en q-serieÂ Â Â Â
1 y t e t y 1 X 1 .  . .q s W X , Y , t , q 1.5 .  . nyt q e t y 1 X e t y 1 Y q ; q .  .  . .  . nq q nG0
 .donne pour les termes W X, Y, t, q des polynomes a coefficients entiersÃ Án
positifs. Une des consequences de notre resultat principal sera de montrerÂ Â
 .que chaque W X, Y, t, q est un polynome generateur des permutationsÃ Â Ân
 .signees d'ordre n par une certaine paire de statistiques `` des, coinv '':Â
W X , Y , t , q s X l« < x .Y l« < y .tdess , « .qcoinvs , « . . 1.6 .  .n
 .s , «
 .On retrouve pour ``des s , « '' le nombre de descentes introduit plus haut;
 .quant a ``coinv s , « '' c'est un nombre de co-inversions adapte pour lesÁ Â
permutations signees, ainsi definies.Â Â
 . On dit qu'un couple d'entiers i, j est une in¨ersion resp. une co-in¨er-
.  .sion de la permutation signee s , « d'ordre n, si l'une des conditionsÂ
suivantes est verifiee:Â Â
 .  .  .  .  .   .  ..i « i s « j , i - j; et s i ) s j resp. s i - s j ;
 .  .  .  .  .ii « i s y, « j s x et s i ) s j .
 .   .. On note inv s , « resp. coinv s , « le nombre d’in¨ ersions resp. le
.  .nombre de co-in¨ersions de s , « .
En reprenant l'exemple precedent, on aÂ Â
6 7 2 4 3 1 8 5 9
inv s 4 q 2 q 11 s 17; /x y y y x x y x x
6 7 2 4 3 1 8 5 9
coinv s 6 q 4 q 11 s 21. /x y y y x x y x x
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Les premieres valeurs des polynomes W , donc des polynomes gene-Á Ã Ã Â Ân
 .rateurs des permutations signees par la paire des, coinv , sont donneesÂ Â
dans le tableau I.
Une des consequences egalement de notre resultat principal sera deÂ Â Â
 .  .montrer que si dans 1.5 on remplace chaque q-exponentielle e u par laq
 .  .seconde Q-exponentielle E u , les polynomes W X, Y, t, q dans le mem-ÃQ n
bre de droite sont les polynomes generateurs des permutations signees parÃ Â Â Â
 .le couple des, inv . Les premieres valeurs de ces polynomes sont donnesÁ Ã Â
dans le tableau II.
Lorsqu'on se restreint aux elements de S , la statistique ``inv'' pour B ,Â Â n n
qui vient d'etre definie, n'est autre que le nombre des inversions habituelÃ Â
 .pour les permutations ordinaires. De meme, en faisant X s 0 dans 1.5Ã
 .on retrouve la formule 1.4 avec son interpretation combinatoire.Â
1.3. Fonction generatrice du couple nombre de descentes-longueurÂ Â
w xLa longueur l pour B , telle qu'elle est explicitee par Brenti Br94 etÂCox n
w xReiner Re95a , a savoirÁ
l s , « s a i - j: « i s « j , s i ) s j 4 .  .  .  .  .Cox
q a i - j: « i s x , « j s y q s i , 4 .  .  .
 .« i sx
se specialise aussi en le nombre d'inversions lorsqu'on se restreint a S .Â Á n
 .En revanche, les polynomes generateurs de B par des, l sont differ-Ã Â Â Ân Cox
ents des polynomes W definis dans la precedente sous-section desÃ Â Â Â Án
que n G 2. Par exemple, les trois premiers polynomes generateurs de B ,Ã Â Â n
Y  .  .disons W n s 1, 2, 3 par des, l sont donnes dans le tableau III.Ân Cox
Posant Y s 1 et ne conservant que la variable d'homogeneite X, ReinerÂ Â Â
w x Y  .Re95a donne la fonction generatrice des polynomes W n G 0 sous laÂ Â Ã n
forme suivante:
n
1 y t u 1 y t . .
1 y te u 1 y t yXq ; q q ; q .  .  . . n nq nG0
un
Ys W . 1.7 . nyXq ; q q ; q .  .n nnG0
TABLEAU I
 .Distribution de des, coinv
2 2 .  .  .W s tX q Y; W s t t q q X q 2 t 1 q q XY q t q q Y ;1 2
2 2 3 3 2 2 .  . .W s 2 tq q 2 tq q t q q Y q t 1 q q q q 3q q 2 t q 1 XY3
2 2 2 2 3 3 . .  .qt 1 q q q q 2 q q tq q 3t X Y q t 2 tq q 2 tq q t q q X .
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TABLEAU II
 .Distribution de des, inv
2 2 .  .  .W s Y q tX ; W s 1 q tQ Y q 2 t 1 q Q XY q t 1 q tQ X ;1 2
2 2 3 3 2 2 .  . .W s 1 q 2 tQ q 2 tQ q t Q Y q t 1 q Q q Q 3 q Q q 2 tQ XY3
2 2 2 2 3 3 . .  .qt 1 q Q q Q 3 q Q q 2 tQ X Y q t 1 q 2 tQ q 2 tQ q t Q X .
Nous etablirons cette identite dans le paragraphe 4. La normalisation desÂ Â
Y  .  .polynomes W par le facteur peu commode yXq; q q; q et la pre-Ã Ân n n
  ..n  .  . .sence de la serie correctrice  u 1 y t r yXq; q q, q dans leÂ n n n
 .membre de gauche de 1.7 pour laquelle on ne voit pas a priori de
propriete analytique interessante, nous ont fait abandonner la statistiqueÂ Â Â
l au profit de ``inv'' defini au Section 1.2. Ce faisant, le calcul statistiqueÂCox
sur les paires de permutations, tel qu'il a ete initialise par Carlitz et sesÂ Â Â
w x w xcollaborateurs Ca76 et poursuivi par Stanley Sta76 et Fedou et Rawlings
w xFeRa95 , se prolonge de facËon naturelle au cas de B dans l'algebre desÁn
q-series. Ce que nous expliquons maintenant, apres avoir rappele le calculÂ Á Â
de Carlitz.
1.4. Paires de permutations
w xDans les annees soixante-dix, Carlitz et ses collaborateurs Ca76 avaientÂ
reussi a interpreter combinatoirement l'inverse de la fonction de BesselÂ Á Â
 .J u . De facËon precise, soitÂ0
2 nur2 .n
J u s y1 1.8 .  .  .0 n! n!nG0
la fonction de Bessel, de premiere espece, d’ordre zero voir, e.g., ErdelyiÁ Á Â Â
w x.Er53, Vol. 2, p. 4 ; ils avaient poseÂ
nun’J u s J 2 u s y1 , 1.9 .  .  . . 0 n! n!nG0
TABLEAU III
 .Distribution de des, lCox
Y Y 2 2 3 2 .  .  .W s Y q tX ; W s t q q Y q tq 1 q q XY q tq t q q X ;1 2
Y 2 3 2 3 .W s t q q 2 tq q 2 tq q 1 Y3
2 2 3 2 . .qt 1 q q q q 1 q q q 2 q q tq q tq XY
2 2 2 2 3 2 . .qt 1 q q q q 1 q q q 2 tq q tq q tq X Y
6 2 3 2 3 .qtq t q q 2 tq q 2 tq q 1 X .
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n  .et avaient observe que les coefficients v de u r n! n! dans la serieÂ Ân
inverse
1 un
s v 1.10 . nJ u n! n! . nG0
etaient des entiers positifs et donc susceptibles de recevoir une interpreta-Â Â
tion combinatoire. Poussant plus loin leurs investigations, ils avaient
developpe en serie la fractionÂ Â Â
1 y t un
ks 1 q v n , k t , 1.11 .  . yt q J u 1 y t n! n! . . nG1 0FkFny1
 .  .  .qui se reduit a 1.10 lorsque t s 0, d'ou v n, 0 s v n G 0 et avaientÂ Á Á n
 .cherche a donner une interpretation combinatoire aux coefficients v n, k .Â Á Â
Ils avaient ainsi introduit la notion de descente en commun dans une paire
de permutations, notion qu'on peut decrire de la facËon suivante.Â
Soient p et r deux permutations de 12 ??? n, qu'on identifie aux mots
 .  .  .  .  .  .p s p 1 p 2 ??? p n et r s r 1 r 2 ??? r n . Le nombre de descentes en
 .commun de p et r, note ddes p , r , est defini comme le nombre d'indicesÂ Â
 .  .  .  .k tels que 1 F k F n y 1 et p k ) p k q 1 , r k ) r k q 1 . Le
w xresultat principal de Carlitz Ca76 affirme queÂ
 .  .v n, k est precisement egal au nombre de couples p , r de permutationsÂ Â Â
 .d’ordre n tels que ddes p , r s k.
 .Les premieres valeurs des v n, k sont consignes dans le tableau IV.Á Â
Toujours dans l'article precite, les auteurs avaient note la ressemblanceÂ Â Â
 .  .de la formule 1.11 avec la formule 1.3 donnant la fonction generatriceÂ Â
 .  .des polynomes Euleriens A t . Comme A t est un polynome generateurÃ Â Ã Â Ân n
 .du groupe symetrique S et non plus de S = S , l'idee avait germe queÂ Â Ân n n
la fonction de Bessel etait pour les paires de permutations ce qu'etait laÂ Â
fonction exponentielle pour les permutations.
TABLEAU IV
Distribution de ddes sur S = Sn n
k s 0 1 2 3 4
n s 1 1
2 3 1
3 19 16 1
4 211 299 65 1
5 3651 7346 3156 246 1
PERMUTATIONS 497
Les travaux ulterieurs ont confirme cette idee, puisqu'on a su, d'uneÂ Â Â
part, poursuivre l'etude des polynomes Euleriens dans l'algebre des q-Â Ã Â Á
series, ou l'on a cherche et obtenu des q-analogues des differentesÂ Á Â Â
 w x.formules les concernant voir, par exemple, Ca54; Ca59; Ca71 , d'autre
part, prolonger l'etude des p, q-analogues des fonctions de Bessel, d'abordÂ
 w x.analytiquement voir Ismail Is82 , ensuite combinatoirement, en parti-
 w x.culier par l'ecole bordelaise voir DeFe93; Fe95 pour des comptages deÂ
diagrammes de Ferrers gauches et de polyominos et en termes de paires
w x w xde permutations par Stanley Sta76 , Fedou et Rawlings FeRa94; FeRa95 .
1.5. Fonctions de Bessel basiques
 .  .Le q-analogue de la formule 1.2 , a savoir 1.5 , pouvant donc etreÁ Ã
interprete combinatoirement comme indique, il est naturel, comme l'avai-Â Â Â
 .  .ent fait Carlitz, Stanley, Fedou et Rawlings op. cit. pour 1.3 , d'etudier leÂ
 .developpement de 1.5 , lorsqu'on remplace cette fois les exponentiellesÂ
par des analogues de fonctions de Bessel. Autrement dit, il importe
d'etudier dans l'algebre des series a une ou plusieurs bases le developpe-Â Á Â Á Â
ment de
1 y t J 1 y t X ; Q, q .  . .
, 1.12 .yt q J 1 y t X ; Q, q J 1 y t Y ; Q, q .  . .  .
ou J est une fonction de Bessel basique definie ci-apres.Á Â Á
 .Soient L et l deux entiers positifs fixes et Q s Q , Q , . . . , Q , q sÂ 1 2 L
 .q , q , . . . , q deux suites de variables. Posons1 2 l
n n n. . .  2 2 2Q s Q ??? Q ,1 L
Q; Q s Q ; Q ??? Q ; Q , .  .  .n 1 1 L Ln n
q; q s q , q ??? q ; q . .  .  .n 1 1 l ln n
Utilisant la notation ``H'' pour le produit d’Hadamard de deux series, aÂ Á
savoir
a un H b un s a b un , .  n n n n /  /
nG0 nG0 nG0
on definit la fonction de Bessel a plusieurs bases parÂ Á
n
J u; Q, q s yu H E u H E u H ??? .  .  .  . Q Q / 1 2
nG0
H e u H e u H ??? . 1.13 .  .  .q q1 2
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On a encore
n . 2Q 1n nJ u; Q, q s y1 u . 1.14 .  .  . Q, Q q; q .  .n nnG0
Si L s l s 1, on a
n . 2Q 1n nJ u; Q, q s y1 u . .  . Q, Q q ; q .  .n nnG0
Enfin, pour L s 0 et l s 1, on retrouve la q-exponentielle
1n nJ u; y, q s y1 u s e yu , .  .  . qq ; q . nnG0
et pour L s 1 et l s 0, la Q-exponentielle
n . 2Qn nJ u; Q, y s y1 u s E yu . .  .  . QQ, Q . nnG0
Comme explique dans le prochain paragraphe, le developpement en serieÂ Â Â
 .en base Q et q de l'expression 1.12 fait apparaõtre des polynomes qui sontÃ Ã
les fonctions generatrices d'objets combinatoires, appeles multipermuta-Â Â Â
tions signees, par une suite de statistiques dont l'une des composantes est leÂ
nombre de descentes qui generalise au cas de B le nombre de descentesÂ Â n
communes introduite par Carlitz.
1.6. Multipermutations signeesÂ
 .On appele multipermutation signee, d'ordre n, un triplet S, s , « , ouÂ Á
 .  .S s S , . . . , S et s s s , . . . , s sont, respectivement, deux suites de1 L 1 l
L et l permutations d'ordre n et ou « est un mot-xy de longueur n.Á
DEFINITION 2. On dit que l'entier i est une descente de la multiper-Â
 .mutation signee S, s , « , si l'une des quatre conditions suivantes estÂ
remplie:
 .  .i i s n et « n s x;
 .  .  .ii 1 F i F n y 1, « i s x, « i q 1 s y;
 .  .  .  .  .iii 1 F i F n y 1, « i s « i q 1 et S i ) S i q 1 , . . . ,1 1
 .  .  .  .  .  .S i ) S i q 1 , ainsi que s i ) s i q 1 , . . . , s i ) s i q 1 .L L 1 1 l l
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 .  .On note ddes S, s , « le nombre de descentes de S, s , « .
On pose
Q invS , « . s Q invS1 , « . ??? Q invS r , « . ;1 L
qcoinvs , « . s qcoinvs1 , « . ??? qcoinvs l , « . .1 l
Le principal objet de ce premier article est de demontrer le resultatÂ Â
suivant.
THEOREME 1.1. On a l'identiteÂ Á Â
1 y t J 1 y t X ; Q, q .  . .
yt q J 1 y t X ; Q, q J 1 y t Y ; Q, q .  . .  .
1
s W X , Y , t , Q, q , 1.15 .  . nQ; Q q; q .  .n nnG0
 .ou X et Y sont deux ¨ariables et ou le coefficient W X, Y, t, Q, q est leÁ Á n
 .polynome generateur des multipermutations signees S, s , « par les statis-Ã Â Â Â
tiques ``ddes,'' ``inv'' et ``coinv.'' En d'autres termes, on a
W X , Y , t , Q, q .n
s X l« < x .Y l« < y .tddesS , s , « .Q invS , « .qcoinvs , « . , 1.16 .
 .S , s , «
la sommation etant faite sur toutes les multipermutations signees de longueurÂ Â
n.
 . La liste des premieres valeurs des polynomes W X, Y, t, Q, q pourÁ Ã n
.L s l s 1 est donnee dans le tableau V.Â
TABLEAU V
 .Distribution de ddes, inv, coinv
W s Y q tX ;1
2 2 .   . ..  .W s Y Qq q q q tQ q 1 q XY 2 t Q q 1 q q 1 q X t Qq q q q tQ q 1 ;2
3 2 2 3W s c Y q c XY q c X Y q c X , ouÁ3 0 1 2 3
2 3 3 2 2 3 2c s 2Qq q 2Q q q 2 q q 2Q tq q 2Q tq q 2Q q q 2 q0
3 3 2 2 2 2qq q 1 q 2Qq q 2 tQq q 2 tQ q q 2 q tQ q 2 q tQ
2 3 2 2 2 2 3 3q2Qq q Q t q 2 tQ q 2 tQ q 2Q q q Q q
2 2 . . .c s t 1 q Q q Q q q q q 1 3Qq q 3q q 2 tQ q Q q 31
2 2 . . .c s t 1 q Q q Q q q q q 1 2Qq q tQq q 2 q q tq q 3tQ q 2 q t2
c s tc .3 0
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Si dans le precedent tableau on fait q s 0, on retrouve le tableau II.Â Â
D'autre part, en ne retenant que les coefficients des plus hautes puissances
de Q, on retrouve le tableau I. Par ailleurs, on voit apparaõtre dans cesÃ
n nw x w x  .premieres valeurs les polynomes gaussiens et 0 F a F n . EnÁ Ã Q qa a
effet, on demontrera, dans le prochain paragraphe, qu'on peut ecrireÂ Â
n na nyaW X , Y , t , Q, q s X Y W , . n a , nyaa a qQ0FaFn
ou W est un polynome generateur d'une sous-classe de multipermuta-Á Ã Â Âa , nya
tions signees, dites compatibles.Â
Pour demontrer le theoreme 1.1, nous proposons une methode iterati¨ e.Â Â Á Â Â
Elle est developpee dans le paragraphe 3. Nous concluons l'article par uneÂ Â
demonstration de la formule de Reiner, utilisant toujours cette methodeÂ Â
iterative.Â
 .Notons que l'identite 1.15 avec les interpretations combinatoiresÂ Â
enoncees dans le Theoreme 1.1 se specialise en plusieurs identites etabliesÂ Â Â Á Â Â Â
precedemment par differents auteurs. Avec X s 0, on retrouve les resultatsÂ Â Â Â
 .sur A etablis par Carlitz, Stanley. Pour L s 0, l s 1 on deduit 1.5 avecÂ Ân
son interpretation combinatoire en termes de nombres de descentes et deÂ
coinversions.
Dans le second article, nous proposerons une extension de notre
Theoreme 1.1 a l'aide des analogues finis des fonctions de Bessel basiquesÂ Á Á
en utilisant une approche differente. Nous obtiendrons d'autres interpreta-Â Â
tions combinatoires pour les polynomes generateurs des permutationsÃ Â Â
signees.Â
Â2. MULTIPERMUTATIONS SIGNEES COMPATIBLES
Introduisons tout d'abord la notion de multipermutation signee compati-Â
 .  .  .ble. Soit s , « une permutation signee, ou s g S et ou « s « 1 ??? « nÂ Á Án
 .est un mot-xy. On rappelle que le mot s resp. s est defini comme leÂ« < x « < y
 .  .  .   . .sous-mot de s 1 ??? s n tel que « i s x resp. « i s y . On peut
 .introduire le nombre d'inversions ``inv s , s '' entre les mots s et« < y « < x « < y
s , en posant« < x
inv s , s s a i , j : « i s y , « j s x , s i ) s j . 4 .  .  .  .  .  .« < y « < x
On voit alors qu'une autre facËon de definir les statistiques ``inv'' et ``coinv''Â
est de poser:
inv s , « s inv s q inv s q inv s , s ; .  .« < x « < y « < y « < x
coinv s , « s coinv s q coiv s q inv s , s . .  .« < x « < x « < y « < x
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DEFINITION. Supposons que « a a lettres egales a x et b lettresÂ Â Á
 .egales a y a q b s n . On dit que la permutation s est compatible a¨ecÂ Á
  . .« ou encore que la permutation signee s , « est compatible , siÂ
inv s , s s 0, .« < y « < x
ou, de facËon equivalente, si le sous-mot s est un rearrangement du motÂ Â« < y
  . . .12 ??? b et donc s est un rearrangement de b q 1 b q 2 ??? n .Â« < x
 .  .Une multipermutation signee S, s , « , telle que S s S , . . . , S etÂ 1 L
 .s s s , . . . , s est dite compatible, si les permutations S , . . . , S ,1 l 1 L
s , . . . , s sont toutes compatibles avec « .1 l
Le polynomeÃ
W X , Y , t , Q, q s X l« < x .Y l« < y .tddesS , s , « .Q invS , « .qcoinvs , « . , . n
 .S , s , «
 .ou la somme est sur toutes les multipermutations signees S, s , « deÁ Â
longueur n, est un polynome homogene de degre n en X et Y. On peutÃ Á Â
donc ecrire:Â
n n a bW X , Y , t , Q, q s X Y W . 2.1 .  .n a , ba a qQaqbsn
 .PROPOSITION 2.1. Le polynome W apparaissant dans 2.1 est leÃ a , b
 .polynome generateur des multipermutations signees S, s , « compatibles,Ã Â Â Â
telles que « contient exactement a lettres egales a x et b lettres egales a y, parÂ Á Â Á
 .la suite de statistiques ddes, inv, coinv .
Demonstration. Pour ne pas alourdir les notations, supposons L sÂ
 .l s 1. Soit S, s , « une bipermutation signee de longueur n telle queÂ
 < .l « x s a . Notons I l'ensemble des a lettres du mot s . Il existe une« < x
 .  .et une seule bijection croissante f resp. f envoyant l'image S I deS s
  .. w xl'ensemble I par S resp. s I sur l'intervalle nyaq1, n et le comple-Â
w x .  w x .. w xmentaire S n _ I resp. s n _ I sur l'intervalle 1, n y a . Le triplet
 .f (S, f (s , « est alors une permutation signee compatible. L'applica-ÂS s
 .  .  .tion S, s , « ¬ f (S, f (s , « est surjecti¨ e. De plus, si S , s , « estS s 0 0
 .  .compatible, le nombre d'antecedents S, s , « envoyes sur S , s , « parÂ Â Â 0 0
n n . .cette surjection est egal a .Â Á a a
 .  .  .Si S , s , « est compatible et si f (S, f (s , « s S , s , « , alors0 0 S s 0 0
ddes S , s , « s ddes S , s , « ; .  .0 0
inv s , « s inv s , « q inv s , s ; .  .  .0 « < y « < x
coinv s , « s coinv s , « q inv s , s . .  .  .0 « < y « < x
Ces proprietes resultent du fait que f et f sont des applicationsÂ Â Â S s
croissantes.
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Il en resulte que la sommeÂ
Q invS , « .qcoinvs , « . ,
 .S , s , «
 .  .etendue a tous les triplets S, s , « tels que f (S, f (s , « sÂ Á S s
 .S , s , « , est egale aÂ Á0 0
Q invS 0 , « .qcoinvs 0 , « . Q invS« < y , S« < x .q invs« < y , s« < x . ,
 .S , s , «
ou encore aÁ
n ninvS , « . coinvs , « .0 0Q q .a aQ q
De laÁ
W X , Y , t , Q, q .n
s X a Y b tddesS 0 , s 0 , « . 
aqbsn  .  .S , s , « comp.0 0
 < .l « x sa
= Q invS , « .qcoinvs , « .
 .S , s , «
 .  .f ( S , f ( s , « s S , s , «S s 0 0
n na nyas X Y W . a , ba aQ q0FaFn
Â Â3. LA METHODE ITERATIVE
 .  .  .  .Posons Q; Q s Q et q; q s q et pour ne pas alourdir lesn n n n
 .notations, supposons L s l s 1. L'identite 1.15 peut se recrireÂ Â
y1i jiqjy1 .  . q i j2 2t y 1 Q X Y .
1 y J 1 y t X ; Q, q . . Q q Q q .  .  .  . /j ji iiqjG1
1
s W X , Y , t , Q, q , . kQ q .  .k kkG0
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 .y1une identite de la forme 1 y R S s T , qui, lorsque l'on la recritÂ Â
 .  .S s 1 y R T , montre que 1.15 est equivalente a la formule de recur-Â Á Â
rence
n n. n2W X , Y , t , Q, q s Q t y 1 X .  .n
i jn n iq jy1 .  . q2 2q t y 1 Q . i , j, k i , j, kQ qiqjqksn ,
iqjG1
= X iY jW X , Y , t , Q, q , 3.1 .  .k
 .avec n G 1 et W X, Y, t, Q, q s 1.0
 .Maintenant utilisant la decomposition 2.1 et determinant le coefficientÂ Â
a b  .de X Y dans les deux membres de 3.1 , on voit que la precedenteÂ Â
formule de recurrence est encore equivalente a l'ensemble des deuxÂ Â Á
formules
n in iy1n n. . 2 2W s Q t y 1 q t y 1 Q W ; 3.2 .  .  .n , 0 nyi , 0i iQ q1FiFn
b b i jiqjy1a a .  . q2 2W s t y 1 Q W ; 3.3 .  .a , b ayi , byji i j jQ q Q q0FiFa
0FjFb
iqjG1
avec n G 1, a q b G 1 et W s 1.0, 0
 .Pour demontrer 1.15 , il suffit, partant de la definition du polynomeÂ Â Ã
 .W X, Y, t, Q, q comme fonction generatrice des bipermutations signeesÂ Â Ân
 .de longueur n d'etablir 3.1 , ou bien partant de la definition de WÂ Â a , b
comme polynome generateur des bipermutations signees compatiblesÃ Â Â Â
 .  .S, s , « telles que « contient a lettres x et b lettres y, etablir 3.2 etÂ
 .3.3 . Les deux facËons reposent sur la meme identite que nous allonsÃ Â
etablir maintenant.Â
 .Notons d'abord que si S, s , « est une bipermutation signee telle que «Â
 .contient a lettres x et b lettres y, chaque permutation signee S, « ,Â
 .  .  . .s , « est une permutation des bilettres 1, y ??? b , y 1 q b , x
 .   .  .  ..??? a q b , x . Par consequent, le facteur gauche S 1 , s 1 , « 1Â
  .  .  ..  .  .??? S k , s k , « k 1 F k F a q b de S, s , « est decroissant, si l'onÂ
 .  .  .  .a S 1 ) ??? ) S k et s 1 ) ??? ) s k . Toute bipermutation signeeÂ
 .  .compatible b.s.c. a un plus long facteur gauche decroissant p.l.f.g.d. , deÂ
  .  .  ..longueur au moins egale a 1. Une lettre S i , s i , « i de la bipermuta-Â Á
 .  .  . tion signee S, s , « est dite grande resp. petite , si « i s x resp.Â
 . .« i s y .
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Dans la suite de la demonstration, les b.s.c. sont supposees avoir aÂ Â
 .grandes lettres et b petites lettres. On note F i, j la fonction generatriceÂ Â
 .de ces b.s.c., dont le p.l.f.g.d. est de longueur i q j et debute par iÂ
 .grandes lettres suivies de j petites lettres 0 F i F a , 0 F j F b , i q j G 1 .
 .   ..On designe par G G i, G 0, G k resp. G s i, G j, G k la fonctionÂ
generatrice de ces b.s.c. dont le p.l.f.g.d. est de longueur au moins egale aÂ Â Â Á
k et debute par au moins i grandes lettres resp. et debute par i grandesÂ Â
.lettres suivies par au moins j petites lettres . Posons
a a b b i j.  . q2 2u s Q W ,i , j ayi , byji i j jQ q Q q
 .  .de sorte que 3.2 et 3.3 peuvent se recrireÂ
a a iy1. 2W s Q t y 1 q u t y 1 b s 0 ; 3.4 .  .  .  .a , 0 i , 0
1FiFa
iq jy1W s u t y 1 b G 1 . 3.5 .  .  .a , b i , j
0FiFa
0FjFb
iqjG1
LEMME 3.1. On a les identites:Â
t iu s tF i , 0 q G G i , G 0, G i q 1 ; 3.6 .  .  .i , 0
t iq ju s tF i , j q G s i , G j q 1, G i q j q 1 , si j G 1. 3.7 .  .  .i , j
Demonstration. En effet, le produit t iu est la fonction generatriceÂ Â Âi, 0
des b.s.c. debutant par un facteur decroissant de i grandes lettres, avec laÂ Â
restriction que le nombre de descentes initial est compte i au lieu deÂ
.i y 1 lorsque le p.l.f.g.d est de longueur exactement i. Rentrent donc dans
cette fonction generatrice, outre les b.s.c. juste decrits, celles dont leÂ Â Â
p.l.f.g.d. contient i grandes lettres et au moins une petite lettre, plus toutes
celles dont le p.l.f.g.d. contient au moins i q 1 grandes lettres et aucune
 .petite lettre. Ceci prouve 3.6 .
Lorsque j G 1, le produit t iq ju est la fonction generatrice des b.s.c.Â Âi, j
debutant par un facteur decroissant ayant i grandes lettres et au moins jÂ Â
petites lettres, toujours avec la restriction que le nombre de descentes
 .initial est compte i q j au lieu de i q j y 1 lorsque le p.l.f.g.d. est deÂ
longueur i q j. En plus de ces b.s.c. on trouve dans la fonction generatriceÂ Â
toutes les b.s.c. dont le p.l.f.g.d. contient i grandes lettres et au moins
j q 1 petites lettres.
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 .  .  .Comme F i, 0 s G G i, G 0, G i y G G i, G 0, G i q 1 , on tire de
 .3.6 l'identiteÂ
t y 1
iy1G G i , G 0, G i s t u q G G i , G 0, G i q 1 ; 3.8 .  .  .i , 0 t
 .de meme, on tire de 3.7 , lorsque j G 1,Ã
t y 1
iq jy1G s i , G j, G i q j s t u q G s i , G j q 1, G i q j q 1 . .  .i , j t
3.9 .
On a en plus l'identiteÂ
G G i , G 0, G i q 1 s G s i , G 1, G i q 1 .  .
q G G i q 1, G 0, G i q 1 . 3.10 .  .
Ces trois formules permettent le calcul de W par iteration. En effet,Âa , b
 .  .le polynome W est egal a G G 1, G 0, G 1 q G s 0, G 1, G 1 . ParÃ Â Áa , b
iteration, on obtientÂ
ay2W s u q t y 1 u q ??? q t y 1 u .  .a , b 1, 0 2, 0 ay1, 0
ay1t y 1 .
q G G a , G 0, G a .ay1t
ay1t y 1 .
q G s a y 1, G 1, G a .ay1t
t y 1 .
q ??? q G s 1, G 1, G 2 q G s 0, G 1, G 1 . 3.11 .  .  .
t
 .  .  .Si b s 0, on a G G a , G 0, G a s G s a , s 0, s a s F a , 0 s
a
a  .2  .t Q et toutes les quantites de la forme G s i, G 1, G i q 1 sontÂ
a .2nulles. Puisque u s Q , on obtienta , 0
aay2 ay1 . 2W s u q t y 1 u q ??? q t y 1 u q t t y 1 Q .  .  .a , 0 1, 0 2, 0 ay1, 0
ay2 ay1s u q t y 1 u q ??? q t y 1 u q t y 1 u .  .  .1, 0 2, 0 ay1, 0 a , 0
aa  .2q t y 1 Q , .
 .qui n'est autre que la formule 3.4 a demontrer.Á Â
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 .Lorsque b G 1, on peut continuer l'iteration de l'expression 3.11 et duÂ
 .fait que G G a q 1, G 0, G a q 1 s 0 obtenir
ay1W s u q t y 1 u q ??? q t y 1 u .  .a , b 1, 0 2, 0 a , 0
a
t y 1 .
q G s a , G 1, s a q 1 .at
t y 1 .
q ??? q G s 1, G 1, G 2 q G s 0, G 1, G 1 . .  .
t
 .On itere ensuite chaque expression G s i, G 1, G i q 1 en faisant usageÁ
 .  .des relations G s i, G b q 1, G i q b q 1 s 0 0 F i F a et l'on ob-
 .tient 3.5 .
Une variante de la methode iterative consiste a etablir directement laÂ Â Á Â
 .formule de recurence 3.1 . Notons F la fonction generatrice de toutes lesÂ Â Âm
bipermutations signees de longueur n dont le p.l.f.g.d. est de longueur mÂ
et posons: G s F q F q ??? qF . Partant toujours du Lemma 3.1, onm m mq1 n
peut etablir la formule iterative:Â Â
n nmtF q G s W X , Y , t , Q, q t .m mq1 nym m mQ q
i jm m .  . q i j2 2= Q X Y n G 1 , . i iQ qiqjsm
 .  .qu'on applique a G s W X, Y, t, Q, q . On en deduit 3.1 en utilisant laÁ Â1 n
formule aux bornes:
ni jm m .  . .ny1  q i j n  22 2G s t Q X Y q t y 1 X Q . .n  /i iQ qiqjsn
 .  .Une autre methode de demonstration des identites 3.2 et 3.2 s'ap-Â Â Â
 .puie sur la technique des permutations ``virgulees'' ``commaed'' illustreeÂ Â
w x w x w xdans Ge82 , Ze80 , FoZe91 . Nous ne reproduisons pas ici cette
demonstration.Â
Â Â4. LA FONCTION GENERATRICE DE REINER
Dans ce dernier paragraphe, nous montrons comment le calcul de la
 .fonction generatrice des permutations signees par le couple des, l ,Â Â Â Cox
 .dans l'expression 1.7 que lui a donnee Reiner, se ramene en fait a unÂ Á Á
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calcul sur les permutations ordinaires par l'intermediaire des polynomesÂ Ã
generateursÂ Â
A t , q s tdes k sq inv s 0 F k F n , .  .n , k
sgSn
ou pour toute permutation s g S on pose:Á n
des s , si s n F n y k ; .
des s sk  1 q des s , si s n G n y k q 1. .
Apres quelques manipulations faciles, on montre que le polynomeÁ Ã
Y  .generateur W des permutations signees par le couple des, l peutÂ Â Ân Cox
s'ecrire:Â
kq1 nY .k  2W s X q A t , q . 4.1 .  .n n , kk q0FkFn
kq1
k n .2 w xPour prendre en charge le facteur X q , il n'est donc pas eton-Âqk
nant que Reiner ait du prendre des normalisations peu commodes commeÃ
 .  .yXq; q q, q .n n
 .Ensuite le membre de gauche de 1.7 , d'apres le resultat de StanleyÁ Â
w xSta76 ou le theoreme 1.1 avec les parametres X s 0, l s 0, L s 1, peutÂ Á Á
encore s'ecrire:Â
mlu u 1 y t . .
A t , q , . l , lq ; q yXq ; q q ; q .  .  .l m mlG0 mG0
qu'on pose egal aÂ Á
un
3.W . nyXq ; q q ; q .  .n nnG0
De nouveau, par des manipulations classiques sur les q-series, on peutÂ
aboutir a l'expression:Á
kq1 .3. k  2W s X qn
0FkFn
mn y mn m k= A t , q q 1 y t . .  . nym , nymm k0FmFnyk
3. Y   ..Pour demontrer que l'on a W s W donnee en 4.1 , on voit qu'il suffitÂ Ân n
d'etablir, pour 0 F k F n, la formule de recurrence:Â Â
mn y k m kA t , q s A t , q q 1 y t . 4.2 .  .  .  .n , k nym , nymm q0FmFnyk
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Cette formule peut egalement etre demontree par la methode iterativeÂ Ã Â Â Â Â
illustree dans le paragraphe precedent. Si une permutation d'ordre n seÂ Â Â
 .termine par un terme au plus egal a n y k , on peut considerer son plusÂ Á Â
 .long facteur droit croissant p.l.f.d.c. ; il est de longueur strictement
positive. Si la permutation se termine par un terme superieur ou egal aÂ Â Á
 .n y k q 1 , on convient que son p.l.f.d.c. est de longueur nulle.
Pour m s 0, 1, . . . , n y k, designons par F la fonction generatrice deÂ Â Âm
ces permutations dont le p.l.f.d.c. est de longueur m et posons G sm
n y k m kw x  .F q ??? qF . Alors u s A t, q q est la fonctionm nyk m q nym , nymm
generatrice des permutations dont le p.l.f.d.c. est de longueur au moinsÂ Â
egale a m, si l'on convient d'ajouter une descente supplementaire lorsqueÂ Á Â
 .le p.l.f.d.c. est de longueur superieure ou egale a m q 1 . On a doncÂ Â Á
l'identite:Â
u s F q tG ;m m mq1
d'ouÁ
G s u q 1 y t G . 4.3 .  .m m mq1
 .  . nyk .kComme A t, q s G et que G s A t, q q , on en deduit laÂn, k 0 nyk k , k
 .  .formule de recurrence 4.2 en iterant la formule 4.3 a partir de G .Â Â Á 0
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